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摘要 : 利用 段 一 士 提出 的 规范 势 可 分 解 和 具有 内 部 结构 的 思想 , 使 用 几何 代数 
方法 对 S0 (n) 群 用 单位 矢量 场 进行 了 分 解 ， 给 出 了 一 般 形式 ， 并 讨论 这 个 分 解 
的 性 质 ; 由 此 给 出 了 SU (2) 群 和 U (1) 群 用 单位 矢量 分 解 的 形式 ， 这 正 是 著名 
物理 学 家 法 捷 耶 夫 1999 年 所 给 出 的 结果 。 使 用 S0〈n) 群 规范 势 分 解 的 一 般 形 
式 讨论 了 Gauss-Bonnet-Chern 密度 的 局 域 拓扑 结构 ， 其 整体 拓扑 结构 正好 是 
Gauss—Bonnet-Chern 定理 ， 由 拓扑 结构 很 容易 得 到 Euler- Poincaré 示 性 数 
的 Morse 理论 形式 。 利 用 SU (2) 群 规范 势 分 解 研 究 了 -1/2 Bose-Einstein 凝聚 
体 ， 得 到 了 一 个 新 的 环流 条 件 ， 也 是 Mernin-Ho 关系 的 推广 。 最 后 ， 使 用 段 一 
士 发 现 的 三 维 黎 曼 几 何 的 Torsion 张 量 与 U〈1) 规范 理论 的 关系 ， 使 用 U (1) 
规范 势 分 解 研究 了 位 错 线 与 link 数 的 关系 。 
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EN 引言 
规范 场 理 论 " 是 研究 四 种 基本 相互 作用 的 基础 。 电 磁 相 互 作用 是 U (1) 规范 
里 论 ， 强 相互 作用 是 SU (30 规范 理论 ， 弱 电 统 一 ( 弱 相 互 作用 和 电磁 〉 是 SU 
(2) *U (1) 规范 理论 ， 其 中 弱 场 质量 通过 Higgs 机 制 得 到 解决 ， 段 一 士 的 研 
究 表明 引力 相互 作用 也 是 GL. (4) 的 规范 理论 。 前 三 种 相互 作用 场 的 量子 化 可 
以 通过 路 经 积分 量子 化 方法 实现 。 但 引力 场 的 量子 化 到 目前 还 没有 完全 解决 。 
规范 场 理论 是 杨振宁 等 人 ”54 年 建立 的 , 它 的 数学 结构 正好 是 陈省身 上 世纪 
五 十 年 代 建 立 的 纤维 从 理论。 粒子 物理 的 发 展 离 不 开 规 范 理论 ， 所 以 ， 规 范 理 
论 为 物理 学 家 研究 物质 的 微观 结构 和 相互 作用 起 到 了 无 法 蔡 代 的 作用 , 可 以 说 在 
物理 发 展 史 上 ， 牛 顿 的 经 典 力学 ， 爱 因 斯 坦 的 相对 论 (包括 广义 相对 论 ) ， 麦 克 
斯 韦 的 电磁 理论 和 杨振宁 的 规范 理论 都 是 化 时 代 的 ,而 规范 理论 是 揭 开 微观 物质 
结构 的 关键 。 
段 一 士 在 上 世纪 五 十 年 代 研 究 广 义 协 变 的 Dirac 方程 "时 , 发 现 自 旋 联 络 可 
以 用 半 度 规 表示 出 来 ， 这 就 意味 着 ， 规 范 势 可 以 用 另外 的 场 表 示 。 上 世纪 70 年 
代 段 一 主 和 葛 墨 林 在 磁 单 极 的 研究 中 发 现 SU〈2) 的 规范 势 可 以 用 单位 矢量 场 表 
示 。 这 就 是 规范 势 分 解 的 来 源 。 规 范 势 可 分 解 也 是 规范 场 研究 中 的 具有 重要 学 术 
意义 的 思想 和 方法 。 


VH 


近 三 十 年 来 国外 的 物理 学 家 “也 认识 到 规范 势 是 可 以 分 解 的, 我 国王 几 团 队 
用 规范 势 分 解 的 思想 研究 了 质子 自 旋 结构 问题 *"， 得 到 了 很 好 的 结果 。 

SO n) 的 自 旋 联络 分 解 是 段 一 士 及 他 的 学 生 在 上 世纪 九 十 年 代 进行 的 科研 
工作 ， A Cra luci 
扑 结构 ， 这 个 结构 的 政体 性 给 出 了 Gauss-Bonnet-Chern 定理 的 一 个 完整 证 明 ， 
也 很 简单 的 得 到 Euler- Poincaré 示 性 数 在 Morse 理论 中 表示 。 ius 
间 的 联系 。 

规范 势 分 解 理论 是 研究 物理 中 拓扑 问题 的 有 效 方法 , 我 们 在 五 章 中 给 出 了 几 
个 拓扑 问题 的 例子 。 从 目前 对 规范 场 的 研究 来 看 , 物理 学 家 对 它 认 识 还 不 十 分 清 
楚 , 例如 ,什么 是 规范 变换 ?如 何 理 解 规范 场 对 核子 自 旋 的 贡献 ， 从 王 几 教授 的 
研究 表明 , 如 何在 具体 问题 中 选取 代表 真实 的 规范 势 ? 这 个 问题 到 现在 还 没有 最 
后 的 答案 


二 、 规 范 势 可 分 解 理论 
设 A, F,ó 分 别 是 主 从 P.M ,G) 二 的 联络 1 形式 
(规范 势 ) ， LAGER Des GRABER) FUR GERE) 由 规范 理论 可 
知 ， 当 联络 1 形式 满足 规范 变换 


A' = SAS” +dSS  — — a) 
时 ， 曲 率 张 量 2 形式 满足 谱 变 形式 为 
= 1 
=SFS 0 22 (2) 


场 及 协 变 微 商 也 满足 谐 变 变换 
0-560  — B 
Dó'- SDó 


这 是 规范 理论 的 基础 .满足 规范 变换 的 规范 势 ” 和 总 可 以 分 解 为 下 列 两 部 分 " 


A — A, tü ..2. (5) 
要 求 他 们 分 别 满足 规范 变换 和 矢量 协 变 变 换 ， 


A! = SA S + dSS ^ 


Sas ~ e» 


ws A Ra 仍然 满足 规范 变换 规律 形式 。 进一步 看 4. 9 0 


可 由 基本 场 来 构成 。 这 规范 势 分 解 的 基础 , 具体 问题 可 由 具体 场 分 解 。 进一步 看 ， 
在 具体 的 物理 中 如 何 选 出 真实 的 物理 广泛 场 。 


一 、 自 施 联络 用 单位 矢量 场 分 角 
aM 是 一 紧 致 的 n wpe, O 是 M — 矢量 从 上 的 一 个 光滑 截面 


一 个 单位 矢量 场 
, =0°0 ,a=1,...,n 


M ó- ó 


zm, N 是 M iga SM) 的 -个 截面 ,可知 8 的 零点 正好 
是 MN ”的 奇异 点 ， 且 有 自然 约束 ， 


=] (9) 


及 外 微分 
a a 
"n dn -0 TET (10) 
H. 
A'D n'*-«0 
2 (11) 
在 SO (n) 规范 理论 中 “ 歼 曼 流 形 上 的 矢量 从 就 是 uO = SO) ag 


(zz, M,G) 


构 群 的 主 从 P ， 其 联络 称 为 自 旋 联 络 , 用 CD” 表示 ， 设 


x” 
是 底 流 形 的 局 域 坐 标 ， 则 
ab ab 
@ = 0" dx" ,@" =—0 


ba 


和 曲率 张 量 势 形式 为 
F°(o) = do" _ oO” ^O" 


ESETE (13) 
单位 矢量 的 协 变 微 商定 义 为 
a a - ab b 
Dn - dn on C C v" (14) 
且 具 有 一 个 自然 条 件 
An'D n'-0 
中 SR (15) 
设 An Ü Dirac FARE, WE Clifford 代数 
LU EL me " 
SO (n) susc 
且 有 关系 
y l=v76.-76. .. T 
自 旋 联 络 和 曲率 张 量 可 表示 为 
] 
oe--el,.  F(e)-LF"(0l, 
2 2. O O 2 ee (19) 


在 几何 代数 理论 外 中 , 设 人 人 。 HER, 单位 矢量 N 能 表示 为 矩阵 形式 


n=n y, 


被 称 为 几何 代数 中 矢量 ，“ 分 别 是 几何 代数 中 的 2 矢量 . 几何 代 


数 中 任意 矢量 h, Í ， 则 他 们 的 几何 积 关 


fh -f'h +S h’ -h'fu, Lov (21) 


由 此 定义 可 证 明 


nn=n'n =], dnn+ndn=0 


协 变 微 商 
Dnn+nD n=0 


和 


dnn =(dn‘n’ 一 1 d11 )7 
nD n —(n'D n' -n'Dn')I, 


由 此 可 得 
D n — dn — [o, n] 


F(@)=da-ON@ 


ul. ESUR r xd 


1 
4 人 
Fi 
可 以 证 明 协 变 微 商 1- 形 式 为 


DT =dT -|o,T | 


由 上 面 可 得 自 旋 联 络 能 表示 为 


O = ; (dm + nD n)- AC 


式 中 引入 了 
J (@)=nan+oa 


bp (24) 


pb aisbsews (25) 


上 面 两 式 就 是 自 旋 联 络 用 单位 矢量 场 分 解 的 一 般 形 式 ”， 可 以 证 明 这 种 分 解 
有 三 个 性 质 ， 
1) 具有 整体 性 : 
= {W,V,U seas 
ix 


转换 函数 ， 且 满足 
S, -lS'.-S, 


是 M tima, Sw 是 


sS S. = WrWnoUs0 
VALU ， 如 果 V AU 40 则 


对 于 任意 开 领 域 


_1 
Ny = Syyny Syy 


H 
这 里 n Tn, pme UMV 上 的 单位 矢量 场 ， 自 施 联络 满足 关系 


E -1 -1 
w, _ 5, 0,5, 十 dS Sp 


seem PUDM.G) 上 存在 联络 的 基本 要 求 。 其 实 Se 正 是 规范 变 


Me, FOS 表示 ， 由 分 解 式 CD 式 可 得 


5 (dnn, +n,D n, + i (@,)=S b (dnn, +n,D,n,)+ i ,(@,)]S +dsS° 


U a U 


上 式 相 减 得 


Q, 一 D (dnn, + n,D n,) + z n (œ, )] 


= Sio, -|-(dnn,+n,D n,)+-J, (@) h S 
2 B m 这 一 关系 


说 明 在 开 邻 域 上 自 旋 联 络 分 解 形式 


O, = x (dn,n, + n,D,n,) 十 A (o, ) 


成 立时 ， 则 在 开 邻 域 六 上 自 旋 联络 分 解 形 式 


l l 
= 3 + n,D, n, + A" (c, ) 
一 定 成 立 。 
2) 分 解 形式 不 依赖 具体 矢量 场 的 选取 


uk 为 另 一 一 独立 于 到 的 矢量 场 ， NK 志 是 几何 代数 中 矢量 而 RJL 
— 矢量 ， 它 的 协 变 微 商 为 
D (nk) = d (nk) - |o, nk | 


经 过 简单 运算 "得 


= (dm t nD n) a, (@) = = (dkk +kD.k)+ ZJ, (a) 


这 说 明 一 般 分 解 Mc een 


3) 分 解 中 的 截断 问题 


1 
b=—B?*] j P 
设 2 "7, pgb'-SbS' g SOM) apex pyre, 总 可 以 


NA? JUP 


构造 一 个 分 解 中 的 x" 


1 
a — —(nbn +b); 
2 
六 = 二 BT (32) 
2 
uA, Q 0 满足 变换 
a = SaS ` (33) 


将 分 解 (1) 式 中 的 AHO 代替 后 代入 (31) 得 
J (@)=n(@ 4 b)n-* o, +b=J (B). 


式 中 B=@ +b 


由 于 是 任意 的 ， 所 以 ，B 也 具有 任意 性 ， 且 满足 规范 变换 
= SBS + d$S ` 


是 一 个 任意 联络 ， 因 此 自 旋 联 络 的 一 般 分 解 式 也 可 以 写 为 ” 


1 
o" =(dn‘dn’ -n'dn' +n'D n’ 0 RU 


A (35) 
其 规范 场 强 的 分 解 为 
F"(g)-—-Dyrí ADr +Dn ^ADn +n'DDr -DDr 
-F'(Bnn-c-F'(Bnn-F(B) (36) 


这 个 性 质 在 实际 应 用 中 非常 重要 ， 因 为 ， 在 一 般 分 解 形式 〈30) 式 中 规范 势 是 
循环 的 ， 而 这 个 性 质 表明 规范 势 B 可 以 是 任意 的 。 这 给 具体 问题 中 选取 提供 了 
依据 。 


四 、U (1) 和 SU (2) 规范 势 的 分 解 


在 实际 问题 中 普遍 遇 到 的 是 U C1) 和 SU (2) 规范 势 的 问题 ， 所 以 他 们 的 规 
范 势 分 解 形 式 很 重要 。 
1)U (1) 规范 场 的 一 般 分 解 形 式 


设 T 为 U(1) 群 的 生成 元 ， 则 与 S0 (2) 群 的 生成 元 之 间 存 在 关系 中 


T = Le Te ,Te =e. 
2 


ES (37) 
定义 U CL) 群 的 规范 势 为 
l ab ab 
A=-eE 0 .,Q =E, A 
rr (38) 


U(L) 群 的 规范 势 与 S0(2) 群 的 规范 势 对 偶 , 可 以 证 明 , 此 时 7.09 79 ,由 (35) 
和 (36) 式 得 
o" —dn'n' -n'dn +n Dn —nDn’ 


Logis (39) 
F"(o)-— -2dn' ^dn' - dn' AD,n' - dn AD,n' 
*mDn-mDnm / 7 7 0000020, (40) 
UCL) 群 的 规范 势 和 规范 场 强 的 一 般 分 解 形势 为 
A=é,(dn'n +n Dm) ^ —» — 2 2 2.204 (4) 
F(4)-£,dn'^n' c&,(dn' ADn «n'dDn) | (49) 


当 歼 为 规范 平行 单位 矢量 式 ， 即 Dor -O 分 解 UO) 规范 势 分 解 为 


A —e,dn'n 


F(A,) 2-&,dn' an’ TE 


可 以 证 明 A 55 A, ZAER 
2) SU (2) 规范 势 的 一 般 分 解 形式 


SO (3) 群 和 SU (2) 群 具有 相同 的 局 域 结构 ， 换言之 ， 它 们 具有 相同 的 李 
代数 结构 。 设 TI 是 SU (2) 群 的 生成 元 ， 与 S0 (3) 群生 成 元 的 关系 为 


T° = lj par = & T 
2 (45) 


SU (20 群 规范 势 与 SO0 (3) 群 规范 势 之 间 的 关系 为 


l , , 
A a E o“ o” = E A 
2 abc ? abc 


HT (46) 
规范 张 量 之 间 的 关系 为 
F'(A)- ig “(@),@” =£ F*(A) 
2 (47) 
a_l " 
J'z—&,.J' (o) 
2 (48) 
经 过 简单 计算 
[= a (49) 
se. Z=An 0 aa (50) 
是 SU (2) 规范 变换 在 单位 矢量 上 投影 。 
S0(3) 群 规 范 势 和 规范 场 强 的 一 般 分 解 形 式 
o" =dn'n' -n'dn «n'Dn'-nDn'eg,.Z"m (51) 
F"(o)-2-dn An +D n aD n’ —-n'dDn' -n'Dn' + 
(Dn -dn)AZe (nn nn )+e dn nZ (52) 
SU (2) 群 规范 势 和 规范 场 强 的 一 般 分 解 形式 
A =e dn'n +é,n'Dn’+Zn’ (53) 


F'(A) =dZn‘ — sadn! ^dn' + ND. 和 A 和 Dn’ -£,.ndDn 


-ZADn (54) 


(53) 式 和 (54) 式 整 是 著名 物理 学 家 Fadeev 等 人 1999 4EZ BI] £l RE 
当政 ”为 规范 平行 单位 矢量 时 ， 即 D*-0 , W 

(53) 和 (54) 式 变 为 
A -&,nn + Zn 


Ec BENED MM" (55) 
F'(A,) = din ' — ie dh "^dn* 
2 grt (56) 
当 取 轴 规 范 条 件 Z = Ain’ =O m , (5555, (56) 式 
a -— 2 22 (57) 
a 1 P 
F'(A)-2-—e&e,dn ^n 
"A MM be pected (58) 


五 、 拓 扑 问题 中 的 应 用 
1) GAUSS-BONNET--CHERN 密度 的 拓扑 结构 和 GAUSS-BONNET-CHERN 定理 

在 SO (N) 群 自 旋 联络 的 一 般 分 解 式 (35) P, 联络 BB 可 以 是 任意 的 ， 这 
里 取 平 联络 


B=00™ gies (59) 
NPU dé SO (ND 群 自 旋 表示 的 局 域 矩 阵 。(35) 式 变 为 
= "(dm + nD,n)+~J,(By) ee (60) 
其 中 ， 
J(B)=nBn+B nee es (61) 


对 于 平 联络 ， 则 F(B,)=0 . B (36 式 得 
F (v) = aU Dy ^ Dan + D,n ^ D,n * ndD,n —dD, nn 


-D,n^(Byn*nB,)-(Byn* nBj) ^ Dan], 


式 中 ， 
D,n = dn -[B,,n] 
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最 后 得 
a a a a a 1 a 
e^ - dn*n — dn'n* +n D, n —n’D,n + In (Bo), 


F” (o) 2 -Dyn^ ^D,n" + D,n* a Dn - n" DD, -n° DD, n^ 


"E (63) 

式 中 
J^(Bj)-2(BFn'm -B&n n? +B) 7 0 2,2... (64) 
Dn’=dn-Ben apts rec (65) 


当 B, = 0 时 ， 就 是 文献 的 结 
对 于 一 个 紧 致 定向 的 黎 曼 流 形 M ,存在 一 个 独立 的 八 xx 


(- iy" aa» a, 405 
= Pn (n 2) mete (Q) ^... ^F" (ep), 


Epa 7L 是 一 个 自然 投影 ， 则 在 球 从 SM) 上 存在 关系 
x"A=dQ 
Chern S. S. WEH” (n-1) 形 式 Q 为 
E 1 n/2-1 y oc 


BREA chern 形式 ， 其 中 
Oj = 800 0 0 Do Revi Ras 
AF nV) A FO (@) 
TEE (66) 
AP F^ 就 自 旋 联络 对 应 的 联络 。 使 用 Bianchi 恒等式 DF“ (w)=0, "LAHEB 


DN = 0. 
BOA icr T EUR, Bo T Esse M), esp h 是 一 


个 拓扑 不 变量 ”， 被 称 为 Euler-Poincre 示 性 类 xM) 
著名 的 Gauss-Bonnet-Chern 定理 为 


y(M)= [^ - f, f'n’ A= [waa TTE (67) 
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BEB we. 时 的 自 旋 联 络 的 规范 场 强 代入 名 得 


k 
9, -» CU GCcUs,, 


mU, 2k, 2 lU n-2 2 05 2 DIA n-2 4210 n-2 k2 LM n2 42142 > TAI 
a az An-2k An-2k+21+1 An-2k+21+2 
n"D n? A..,AD no AD n^ ^D ner nA, 
oO e o e 
An-2k+21-1 An-2k+21 An-2k+21+1 An-2k+21+2 
AD BO KD ROE ADn a ALD) Ru A..., 


ADW” ADA a Bear (68) 


” kt(n- ky 


EDS. DA M D MATRA, Wi 


Da Da aOR  —iusedsevuk (69) 


A 是 一 个 比例 系数 ， 故 有 


nk=0 aaa (70) 
所 以 ， 
k*dn* +n°dk* =0, | n'D,k* - kK'D,n* =0, n" Dk" +k“ Dyn* =0 
又 由 上 面 可 得 
D,n'-D,a'-k'n"(Dk —-D") ee eee (71) 
代入 前 面 的 (68) 中 ， 经 过 化 简 ， 可 得 


4445 ...,a, (n^ Don"? v... ^ Don™” 


©, 24-(n-Dn^k^?n^ (D k^ — Dk^) A..,AD,n^), if,k=0 
-2E paa k^ n^ (D k^-D,k ^) A. AD", if kl 
—— (72) 
最 后 得 
Q= : E n^ Dn" ^... AD,n^ 
(n -1) 4 gn d1d5 ..., d, 0 sees 0 
m (73) 
其 中 ， 
n/2 
Wisp eras (74) 
I (n/2) 


12 


使 用 几何 代数 ， 能 构造 平 联络 B,=dUU” ， 我 们 能 取 一 个 简单 的 矩阵 形式 


HU y 
m X 
dt 


nl+ln=0 


B, = dnn * ndl ln 


由 此 可 得 
D, = -dn* +21°l’dn’ 
和 
1 a a a 
mom sau AN AAAd aaa (75) 
(n-1)a(s") t^ 


这 是 一 个 DÉR, 表示 成 球 从 上 一 个 单位 矢量 场 的 形式 , 将 球 从 的 一 个 纤维 
的 结果 推广 到 所 有 纤维 。 


使 用 9 映射 方法 四， (n-1) 形 式 9 的 外 微分 拉 回 到 M ”上 有 


NdQ=6(G)D(G/x)dx i ...... (76) 
M 上 Gauss-Bonnet-Chern 密度 为 


E 1 
dk 


/—— HV Hy a ay an 一 ora 
n TAG) Pann Ou Ot Oy ó(9)D(d/ x) 


这 两 表达 式 告诉 我 们 ， 仅 仅 当 多 =0 时 ， 才 有 
p#0,and mn'dQz0 

mag ANIFA x M ”上 ， 让 零点 在 

X=Z, G-12.—N) 处 , 则 5) 能 表示 为 


AX um p(x —Z,) 
9607 2913 eA d oaks er (78) 


5 
X=Z; 


这 里 B, 是 第 i 零点 的 Hopf 数 ， 是 正 整 数 。 设 i 是 第 i 零点 的 Brouwer 度 


n, =sgn D(ġ/x) | ,=+l. —— a (79) 


则 M 上 的 GNC 密度 (77) 式 的 扑 结构 如 下 
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p = 6(¢)D(¢/ x) = > BméóQG-Z2). ....e. (80) 


这 表示 ，GNB 密度 能 用 零点 的 Brouwer 度 和 Hopf 指数 表示 。 积 分 得 


zx(M) = I, pd"x = I, dQ = Y Bn sss (81) 
另 一 方面 ， 我 们 有 
z(M)- f, ó(9)D(d/ x)d"x = degó [50476 -degó =........ (82) 
和 
deg p= > Bh eet (83) 


V RREZE 的 体积 ，degp 是 映射 g 的 映射 度 。 


Wf 是 流 形 MEM Morse 函数 ， 如 果 一 个 点 p, 则 Í dn 


=0 


TT (84) 


df|,= 0, fax" 


则 ， 点 p 是 函数 /的 临界 点 。 


定义 矩阵 为 
WLfL-69f —^$ 5. - 
如 果 在 p 点 有 
detH f #0 
A (86) 
Wl, pt 


H,f -,0.fj in 


Hv 
被 称 为 Hessian Ei. 设 (B TE € ) 

e SOES au 

p =e eu "E (88) 
临界 函数 了 的 零点 就 是 矢量 场 儿 的 零点 。 微 分 得 


av 


使 用 关系 
au a,l Hy ses H l 
E, .© > ,€ 7 —6 777 
VE 
因此 ， 得 到 
D(G/x), = = H| f 
最 后 得 到 
o 
n”dQ = > poa- P.aan fl 
所 以 ， 
(M)- ^ det H, 
i det H, | 
在 Morse 理论 中 ，Morse 函数 为 
f= f(p)- OO )2 = = ry 


g AO )=0,1,...,n dug 
所 以 ， 我 们 得 到 Gauss-Bonnet-Chern 定理 


4M) - 30^. 


我 们 从 GBC 密度 的 拓扑 结构 给 出 了 GBC 定型 


扑 结构 由 零点 的 局 域 拓扑 结构 决定 下 臣 。 


Fe Oe) ox 


的 单 值 性 , my B. =L, 
的 Morse 结果 


的 Morse 理论 中 结果 ， 整 体 拓 


2) SU (2) 规范 场 分解 与 Bose-Einstein 凝聚 体 中 的 环流 条 件 


Bose-Einstein 凝聚 体 是 凝聚 体 物理 中 
对 人 们 研究 


在 SU(2) 规 范 场 分 解 中 ,考虑 规范 场 强 在 单位 矢量 场 


上 的 投影 ， 


由 (54) 式 得 


一 类 很 重要 物质 , 他 有 什么 整体 性 质 
它 有 很 大 的 帮助 ， 我 们 发 现 了 一 个 环流 条 


“ 件 与 拓扑 有 关 ，。 
n'(a =1,2,3) 


1 
f. = WA = E d ^O n 


这 里 te’ t Hooft 张 量 。 


一 般 的 旋 量 Bose 凝聚 体 的 序 参数 选 为 


(yr) =E DAt) " 


xe, Y agar, Ô erran S g^ 
归 一 化 旋 量 场 。 

对 于 自 旋 为 1/2 的 bose 气体 的 二 分 量 凝聚 体 ， 其 序 参量 是 一 个 放量 上 
凝聚 体内 不 存在 正 真 的 SU (2) 对 称 性 ， 但 当 两 个 分 量 的 散射 长 度 相等 时 ， 其 内 
部 是 一 个 近似 的 SU (2) 对 称 性 ， 上 述 序 参数 是 一 个 二 分 量 旋 量 场 ， 我 们 引入 SU 


= B! < (u = 0,1,2,3) 
2i 


u 


» 为 了 消除 非 物理 规范 自由 度 , 取 


B 
(2) 的 规范 场 


D, w) 一 (9, n B,) 


y)-0 (96) 


uw) - 4N(G)C 
 Ne(view)t|v)- cac 


B'-2ico80c 
u u 

为 了 给 出 自 旋 规范 势 与 超 流体 速度 之 间 的 关系 ， 
考虑 规范 场 卫 。 在 平均 自 旋 方向 上 的 投影 TPN 
可 以 将 投影 了 的 空间 分 量 2 7 (09752) ug 


Z - 2Miü /ħ 


其 中 从 约束 条 件 得 


ja 


ap HV, T UU MI)G VG 。 是 二 流体 速 度 。 在线 平均 自 旋 方 向 所 做 的 
U CD 转动 下 保持 不 变 .，tHooft 张 量 与 超 流体 速度 的 关系 为 


EL H (uu, —-O,u,)-£, N'O,N'O,N* 


n, 05D = 12,3. au ue 在 奇 点 以 外 发 现 超 流体 的 速度 如 下 : 
1 h | h i 
—V xii -(——&,N'(VN'xVN)- —VN'xB' 
2 8M 8M 


p' = (B', BY, B; ) 


其 中 ， 


不 仅 依赖 于 平均 自 旋 NU ngay. B 场 的 分 布 , 是 Mernin-Ho 关系 的 
推广 。 
考虑 ， 在 一 个 以 C 为 边界 的 曲面 之 上 的 积分 ， 


. 这 个 关系 说 明了 超 流体 旋 度 一 个 新 结构 , 它 


Em 
我 们 知道 积分 47 ^ ， 是 一 个 拓扑 整数 . 


因此 , 我 们 得 到 自 旋 -1/2 凝聚 体 的 环流 条 件 : 
- A h 
M &.ü -dl c Be (VN MN Der 


th 


"AT (90) 
这 一 个 新 的 拓扑 约束 , 它 明显 不 同 于 单 分 量 Bose 凝聚 体 的 环流 条 件 . 关系 (22) 
式 也 表明 了 平均 自 旋 方 向 如 何 对 环流 的 贡献 . 使 得 环流 仅仅 在 六 (7) 场 的 特殊 构 
CFA BERE MEUS. 


3) Riemann-Cartan 流 形 上 Torsion 结构 与 纽 结 


纽 结 是 非常 普遍 的 现象 ， 上 世纪 未 ， 物 理学 家 在 场 论 中 也 发 现 了 它 ， 我 们 在 
固体 位 错 中 发 现 , 位 错 线 可 能 形成 Link 数 。 通 过 Torsion 张 量 在 矢量 场 的 投影 
BLA UCL) 规范 势 , 从 而 利用 规范 势 分 解 看 到 固体 中 位 错 线 的 几何 可 能 形成 1ink 
圈 。 

WU. 是 一 个 3 维 Riemann-Cartan 时 空 流 形 , 其 Vierbein 场 和 自 旋 联络 分 别 
为 

4 4 " A u A m 
e =e (x)dx",@, s(x) 7 o, »(x)dx 


式 中 ， Us- V = 0,1,2, 是 时 空 流行 指标 ， A,...,C = 1,2,3 是 


Lorentz 指标 。 


Torsion 3E X. 


ja = D e^, -D & 
u v 


qu (91) 
其 中 ， 
l AB 
D =0 —o(x,o -—o I 
Hu H u Hu p) u AB 
VERS (92) 
VEN ”是 一 个 规范 平行 单位 矢量 场 ， 则 
DN’ zt) 
Torsion 张 量 在 NN 上 的 投影 
To (93) 
I BE. ue bete epet (94) 
其 中 ， 
o a (95) 


是 一 个 U(1) GA, torsion 张 量 相当 U(\D) 规范 场 强 ， 对 于 任意 给 定 的 一 个 


-mi ZOR queni e 为 
RE (96) 


uv 


do” = lae Ax” OT 
其 中 ， 2 gH E 的 面 元 , 400 对 应 ”缺陷 密度 ,上 对 
应 二 维 面 “之 上 缺陷 通 量 。 
投影 的 torsion 似 一 个 U (1) 解构 ， 在 三 维 Riemann-Catan 空间 ， 这 个 结 
构 意 味 存在 Chren-simons 作用 量 


k 3 va 
Les = | (97) 


Hu vA 


Chern-Simons link 不 变量 ， 对 于 流 形 M， 规 范 不 变 和 度 规 独立 的 量 应 该 
是 一 些 拓扑 不 变量 。 对 于 Abelian 情况 ，S. AlBeverio 给 出 了 一 个 严格 的 数学 
证 明 。 设 C 是 R3 中 的 一 个 定向 的 闭 曲线 ， 对 于 一 般 的 李 群 6， 考 虑 场 函 数 沿 C 
的 平移 ， 段 一 士 和 BBM (1974) Æ Wilson (1974) 给 出 了 一 个 平移 变换 算 子 


W.(C) - Tr,p exp {if A dx}, eu (98) 


c # 


式 中 A, =A°T, 是 规范 势 ，R 表示 李 群 6 的 不 可 约 表示 ，P 表示 沿 C 的 路 径 积 
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分 。 WAC) 实际 上 是 沿 C AY Holonomy 群 元 的 积 。 对 于 我 们 的 Abelia 情况 ， 


W,(C) = Pexptin, DB, dx" 
C 


式 中 mm eZ 涉及 李 群 U OD 的 表示 . VEL REM 中 的 一 个 LimK， 我 们 取 r 定向 


的 无 交 的 纽 结 Cknotes) C,(i=1,2,.…,r) ,让 表示 R， 对 应 C, ， 则 真空 期 望 值 : 


i 


<I wC) >= ze f, D5,] Dv (C) exei. 
i=l i=l 


— (99) 
RP Z。 ,是 规 一 化 因子 ， 
Ze (100) 
使 用 曲线 人 函数 和 路 径 积分 ， 我 们 易 得 
< I] (C) >= expti^- Qus LC.) " Yate L(C.C,))} "m (101) 
这 里 L(C,C,) Æ link 数 ， 定 义 如 下 : 
1 v (s, =X Y 
LC,C) - — $. dx" $. dx £ pya kf ARENIE (102) 
p 


对 于 闭 曲线 CFIC, 来 说 ，link Be 是 个 整数 ， 也 是 个 拓扑 不 变量 。 


为 了 给 出 涉及 Torsion loops 更 多 的 解释 ， 考 虑 RS 中 一 个 面 之 “，M 中 的 


Wilson 线 穿 破 面 之 ”， 所 以 面 之 。” 带 有 一 定 的 点 ， 在 这 个 面 上 ，U (1) 规范 变 
换 相当 于 SO (2) 规范 ， 那 么 ， 它 们 规范 势 之 间 有 关系 : 


O, = -22 /NBses  (a,b-M2) .ee (103) 
这 里 4 是 一 个 与 维度 相关 的 常数 。 代 入 《96) 式 得 
A a v 
h-— ere o (104) 


这 里 7 相当 于 SO (2) 得 规范 场 强 : 


T =0O0O -oo0O snis (105) 


uvab v uab A ^ vab 
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由 规范 势 分 解 (11) 和 C120 式 得 


Du A MISCO T  diskksses (106) 


Hu av 


A a LV 
k E ^0 nO ndo” a eee (107) 


iX HE n, Go) 是 涉及 S0 (2) 联络 的 规范 平行 单位 矢量 场 ， 即 Ont o, unt 0 . 


使 用 -mapping 方法 得 

l= 外 J ÉE Pdu" A du’, m" (108) 
设 面 > 的 内 部 坐标 为 u'u’, 雅 可 比 为 J,,(9/x) 2 £"0,0,0,0, > XE IS ERO IV, 
Hh, ¢,=n,/6¢, 是 之 上 的 矢量 场 。 假 定 


p (xa =12) 有 T 个 孤立 零点 ， 第 K 个 零点 在 必 =z) (k=1,2,..r) kb, M 


Jy (b/WS2G)= Yn -RL) 00000 sss (109) 
IRA (108) 式 得 


l =A] X nipe G-zyW adut, suus (110) 
k=1 


AP, ul =signJ,,(¢/u) =+] 是 映射 u$ ff) Brouwer 度 。B， 是 映射 


1 三 2 


u — $ I] Hopf 指数 。 
Db, RIER 


Leave us — — — &adspprapus (111) 
k=1 


因此 ， 对 于 围绕 边界 OE 矢量 场 " (a7 L2) ， 存 在 一 个 环绕 数 (nox) 
WHE cue — — x69 (112) 
这 说 明 缺 陷 的 通 量 可 以 用 环绕 数量 子 化 ， 是 一 个 拓扑 量 。 对 于 连续 体 中 的 位 错 ， 
A 是 晶 格 常数 ， 对 应 时 空 而 言 ，4 可 能 是 Planck KE. 
MEM were, Wilson loops (knots) 可 能 是 缺陷 线 ， 在 面 2 上 存在 约 
束 方程 


a J AQ s 
= = =f.) — esses 113 
T, = ADB, T "mu xz.) (113) 
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SO (n) 规范 势 用 单位 矢量 场 给 出 了 一 般 分 解 形式 ， 而 且 使 用 几何 代数 性 质 得 


到 了 截断 形式 ， 也 就 是 分 解 形式 的 几 项 中 四 可 以 任意 选取 ， 这 为 我 们 讨论 


Gauss-Bonnet-chern 密度 的 拓扑 性 质 带 来 了 极 大 的 方便 ， 而 矢量 场 的 零点 正好 
反映 了 空间 的 拓扑 性 质 , 通过 规范 势 用 矢量 场 分 解 将 他 们 的 拓扑 性 质 紧密 地 联系 
起 来 ， 很 容易 给 出 了 著名 的 Gauss-Bonnet-Chern 定理 一 个 完整 证 明 ， 并 得 到 了 
Euler- Poincaré 示 性 数 的 Morse. 理论 形式 , 显示 出 了 它们 零点 拓扑 性 质 的 统一 。 

在 另外 两 个 例子 中 ， 也 表明 规范 势 分 解 这 一 思想 的 奇妙 用 处 。 


其 实 , 王 凡 组 利用 规范 势 分 解 方法 基本 澄清 了 核子 自 旋 成 份 中 胶 子 场 的 贡献 。 


所 以 , 规范 势 可 分 解 的 思想 也 规范 场 研究 中 的 亮点 “, 是 我 国 科学 家 首先 提出 的 。 
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Decomposition theory of gauge potential 


and global topology problems" 


Xi-Guo Lee 
Institute of modern physics, Chinese Academy of Sciences, lanzhou, 7300000 


Absrtact: Using the idea of decomposability of gauge potential and internal structure 
put forward by Duan Yi Shi, we decompose gauge potential of SO(n) group in the 
unit vector field by using geometric algebra method, We get the general 
decomposition form and discuss the properties of this decomposition. In this paper, 
we give the form of decomposition of SU(2) group and U(1) group with unit vector 
field, which is exactly the result given by famous physicist Fadeev in 1999. The 
local topological structure of Gauss-Bonnet-Chern density is discussed by using the 
general form of decomposition of SO(n) gauge potential. The global topological 
structure of the density is Gauss-Bonnet-Chern theorem, and the Morse theoretical 
form of Euler- Poincar é characteristic is easily obtained from the topological 
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structure. A new circulation condition is obtained by using the normal potential 
decomposition of SU( 2) gauge potential to study -1 / 2 Bose-Einstein condensate, 
which is also a generalization of the Mernin-Ho relation. Finally, using the relation 
between Torsion tensor and U(1) gauge theory of three-dimensional Riemannian 
geometry discovered by Duan Yi-shi, the relation between dislocation line and link 
number is studied by using U(1) gauge potential decomposition. 
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